Определителем 
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 называется ориентированная площадь 
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 параллелограмма, построенного на векторах 
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Слово «ориентированная» означает, что площадь берётся со знаком «плюс», если кратчайший поворот от 
[image: image5.wmf]a

 к 
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осуществляется против часовой стрелки (рис. 1а), и со знаком «минус» – в противном случае (рис. 1б).

Рассмотрим систему двух уравнений с неизвестными 
[image: image7.wmf]a

 и 
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Если определитель 
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 не равен нулю, то система имеет единственное решение, которое даётся формулами Крамера:






[image: image11.wmf]2

2

1

1

2

2

1

1

b

a

b

a

b

c

b

c

=

a

,    
[image: image12.wmf]2

2

1

1

2

2

1

1

b

a

b

a

c

a

c

a

=

b

.
Выведем эти формулы геометрически. Для этого запишем нашу систему в таком виде:
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. Неизвестные 
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 являются, таким образом, координатами вектора 
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 в базисе 
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 неколлинеарны, т.к. в противном случае построенный на них параллелограм выродился бы в отрезок и имел бы нулевую площадь, т.е. определитель 
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 был бы равен нулю.)
Рассмотрим два треугольника (рис. 2а), один из которых построен на векторах 
[image: image22.wmf]a

 и 
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, а другой – на векторах 
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. Отношение их ориентированных площадей 
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- с одной стороны, отношению проекции вектора 
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 на направление вектора 
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 вдоль прямой, содержащей вектор 
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 (эта проекция равна 
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); стало быть:
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 (см. Утверждение ниже);
- с другой стороны, отношению ориентированных площадей параллелограммов:
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 (по определению определителей) 
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Таким образом, вторая формула Крамера получена. Первая формула выводится аналогично (рис. 2б). Для этого вместо первого треугольника нужно рассмотреть треугольник, построенный на векторах 
[image: image37.wmf]c

 и 
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. (Причём именно в таком порядке! Площади – ориентированные!)

Утверждение. Отношение площадей двух треугольников с общим основанием равно отношению проекции боковой стороны (любой!) одного треугольника на какую-либо боковую сторону другого треугольника вдоль прямой, содержащей основание, к длине боковой стороны второго треугольника, на которую осуществляется проецирование.
Доказательство. Рассмотрим треугольники ACD и ACB с общим основанием AC (рис. 3). Проекцией боковой стороны AD (или CD) треугольника ACD на направление боковой стороны AB треугольника ACB вдоль прямой AC является отрезок AE, где E – это точка пересечения прямой AB с прямой, проходящей через точку D параллельно AC.
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При рассмотрении ориентированных площадей треугольников это утверждение превращается в то, которое используется выше.
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