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(1) Ìíîæåñòâà è ïîäìíîæåñòâà. Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè: îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü.

Ôîðìóëû Ìîðãàíà.

(2) Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Ôóíêöèÿ è åå ãðàôèê. Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé. Àññîöèà-

òèâíîñòü êîìïîçèöèè. Èíúåêöèÿ, ñþðúåêöèÿ è áèåêöèÿ. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîíÿòèå îòíî-

øåíèÿ. Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîðÿäêà.

(3) Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. Àêñèîìà èíäóêöèè è åå ýêâè-

âàëåíòíîñòü ñóùåñòâîâàíèþ â êàæäîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàèìåíü-

øåãî ýëåìåíòà.

(4) Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: îòíîøåíèå ïîðÿäêà, àðèôìåòè-

÷åñêèå îïåðàöèè è èõ ñâîéñòâà. Èððàöèîíàëüíîñòü
√
2.

(5) Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Àêñèîìà ïîëíîòû. Ñóùåñòâîâàíèå
√
2. Áåñêîíå÷íûå äå-

ñÿòè÷íûå äðîáè � ìîäåëü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

(6) Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé ãðàíè. Àêñèîìà Àðõèìåäà.

(7) Òåîðåìà Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ.

(8) Ýêâèâàëåíòíûå (ðàâíîìîùíûå) ìíîæåñòâà. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

(9) ×èñëî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ è ÷èñëî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1

äëèíû n. ×èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ è ÷èñëî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé èç 0 è 1 äëèíû n, â êîòîðûõ k åäèíèö. Ñâîéñòâà Ck
n. Áèíîì Íüþòîíà.

(10) Ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà è èõ ñâîéñòâà. Ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæå-

ñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Ïðèìåðû íåñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1,

ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

(11) Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìíîæåñòâ: íåïóñòîé èíòåðâàë, íåòðèâèàëüíûé

îòðåçîê, ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

(12) Òåîðåìà Êàíòîðà î ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Êàíòîðà-

Áåðíøòåéíà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

(13) Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ-Ëåáåãà î êîíå÷íîì ïîäïîêðûòèè èíòåðâàëàìè îòðåçêà.

(14) Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîé òî÷êè.

(15) Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: îïðåäåëåíèå, åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà, îãðàíè÷åííîñòü ñõîäÿ-

ùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Àðèôìåòèêà ïðåäåëîâ. Î-ñèìâîëèêà.

(16) Ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ. Òåîðåìà î çàæàòîé ñõîäèìîñòè.

(17) Ïðåäåë ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî e.

(18) Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåîðåìà Áîëüöàíî. Ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ. Âåðõíèé è

íèæíèé ïðåäåëû. Áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû.

(19) Êðèòåðèé Êîøè.

(20) Ðÿä è åãî ñóììà. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Ñõî-

äèìîñòü ðÿäà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè.
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Çàäà÷è

(1) Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü a) n ïðÿìûõ â îáùåì ïîëîæåíèè, á) n îêðóæíîñòåé â

îáùåì ïîëîæåíèè? Îáúÿñíèòå ïî÷åìó íåëüçÿ ïîñòðîèòü êðóãîâûå äèàãðàììû Ýéëåðà-Âåííà

äëÿ ÷åòûðåõ è áîëåå ìíîæåñòâ.

(2) Çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ P1, P2, . . . , Pn, . . .. Âñåãäà ëè ñóùåñòâó-

åò êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé f1, . . . fN , êîìïîçèöèÿìè êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòü ëþáîé èç

ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ?

(3) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðÿìîé ìîæíî ðàñïîëîæèòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ,

êîòîðûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

(4) Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: [0, 1], [0, 1]× [0, 1] è [0, 1]× [0, 1]× [0, 1].

(5) Ïóñòü [0, 1] = A ∪B. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ A èëè B êîíòèíóàëüíî.

(6) Íà ïðèìåðå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïîêàæèòå, ÷òî àêñèîìà Àðõèìåäà ìîæåò

íàðóøàòüñÿ.

(7) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ó êîòîðîãî a) íåò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, á) òîëüêî îäíà

ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, â) ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê, ã) âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè.

(8) Èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ òàêàÿ åãî òî÷êà, ÷òî â íåêîòîðîé åå ïðîêîëî-

òîé îêðåñòíîñòè íåò òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà, ó êîòîðîãî íåò

èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîæåñòâà, ó êîòîðîãî âñå òî÷êè èçîëèðîâàííûå.

Èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà óäàëèëè âñå åãî èçîëèðîâàííûå òî÷êè, çàòåì èç òîãî ìíîæåñòâà,

êîòîðîå ïîëó÷èëîñü, îïÿòü óäàëèëè âñå èçîëèðîâàííûå òî÷êè è ò.ä. Âîçìîæíî ëè òàêóþ

ïðîöåäóðó ïðîäåëàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì òàê, ÷òî êàæäûé ðàç íàéäåòñÿ, ÷òî

óäàëèòü?

(9) Ïóñòü an ≥ 0 è limn→∞ an = a. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = a.

(10) Ïóñòü a > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêàÿ, ÷òî

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
,

ñõîäèòñÿ ê
√
a. Îöåíèòå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

(11) Íàéäèòå âñå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: a) sin(nx), á) sin(lnn).

(12) Äîêàæèòå, ÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sinn2 íåò ïðåäåëà.

(13) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

1

n
ðàñõîäèòñÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî

n∑
k=1

1

k
= lnn+ C + o(1),

ãäå C > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî.

(14) Êîëîäó èãðàëüíûõ êàðò (äëèíà êàæäîé ðàâíà 10 ñì) êëàäóò íà êðàé ñòîëà è ñäâèãàþò

îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà òàê, ÷òîáû îáðàçîâàëñÿ âûñòóï âîçìîæíî áîëüøåé äëèíû. Êðàÿ

êàðò äîëæíû áûòü ïàðàëëåëüíû êðàþ ñòîëà. Íàéäèòå äëèíó íàèáîëüøåãî âûñòóïà, åñëè â

êîëîäå n êàðò.

(15) Âû äåðæèòå îäèí êîíåö ðåçèíîâîãî øíóðà äëèíîé 1 êì. Îò âòîðîãî åãî êîíöà, êîòîðûé

çàêðåïëåí, ê âàì ñî ñêîðîñòüþ 1 ñì/ñ ïîëçåò æóê. Êàæäûé ðàç, êàê òîëüêî îí ïðîïîëçàåò

1 ñì, âû óäëèíÿåòå ðåçèíêó íà 1 êì. Äîïîëçåò ëè æóê äî âàøåé ðóêè? Åñëè äà, òî îöåíèòå

ñêîëüêî åìó ïîòðåáóåòñÿ âðåìåíè?


