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Àëãîðèòì Åâêëèäà

Íà äâóõ òåîðåìàõ, äîêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì ëèñòêå, îñíîâàí ñïîñîá áûñòðîãî íàõîæäåíèÿ

íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà. Äëÿ

íà÷àëà îòìåòèì ñëåäóþùåå:

1. Åñëè îäíî èç äâóõ ÷èñåë ðàâíî íóëþ, òî èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí íàèáîëü-

øåìó äåëèòåëþ âòîðîãî ÷èñëà.

2. Ìíîæåñòâî äåëèòåëåé îòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äåëèòåëåé

ïðîòèâîïîëîæíîãî åìó ïî çíàêó ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà.

Áëàãîäàðÿ ýòîìó çàäà÷à î íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê

íàõîæäåíèþ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðå-

áóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, ïðè÷åì a > b. Ïóñòü
îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b ðàâåí r, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì q âåðíî ðàâåíñòâî a = bq+r,
à çíà÷èò íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ïðåäûäóùåãî ëèñòêà èìååì ðàâåíñòâî (a; b) = (b; r). Ïîñêîëü-
êó r < b < a, òî íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë ñâåëîñü ê íàõîæäåíèþ

íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë, îäíî èç êîòîðûõ ñòàëî ìåíüøå. Òåïåðü ìîæíî ïî-

âòîðèòü ýòó îïåðàöèþ ñíîâà, è, ðàçäåëèâ b íà r ñ îñòàòêîì, çàìåíèòü (b; r) íà ñëåäóþùóþ ïàðó

÷èñåë: r è âíîâü ïîëó÷èâøèéñÿ îñòàòîê. Òàê ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â êàêîé-òî âíîâü

ïîëó÷åííîé ïàðå îäíî èç ÷èñåë íå áóäåò äåëèòüñÿ íà äðóãîå áåç îñòàòêà. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 1 ïðåäûäóùåãî ëèñòêà, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýòîé ïàðû ÷èñåë áóäåò ðàâåí îäíîìó

èç ÷èñåë ýòîé ïàðû.

Ïðèìåð 8.1. Íàéòè (7462, 6279).
Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà, èìååì

(7462, 6279) =
= (6279, 1183) =
= (1183, 364) =
= (364, 91) = 91

7462 = 6279 · 1 + 1183
6279 = 1183 · 5 + 364
1183 = 364 · 3 + 91
364 = 91 · 4

Îòâåò: 91.

Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ àëãîðèòìó Åâêëèäà ïðè íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòå-

ëÿ íàì íå ïîòðåáîâàëîñü èñêàòü ðàçëîæåíèå ÷èñåë íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â äàííîì ñëó÷àå

íàéòè åãî íå î÷åíü ïðîñòî, ïîñêîëüêó èñõîäíûå ÷èñëà ñîäåðæàò òàêèå ïðîñòûå äåëèòåëè, êàê

7, 13, 23, 41. Ê ñîæàëåíèþ àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ðàáîòàþò

äîâîëüíî äîëãî, âåäü èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ïåðåáðàòü ìíîãî âàðèàíòîâ, ïðåæäå ÷åì óäàñòñÿ íàé-

òè î÷åðåäíîé ïðîñòîé äåëèòåëü. Â ýòîì îòíîøåíèè àëãîðèòì Åâêëèäà îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî

áûñòðåå, è èìåííî îí îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ñ

ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Ñêîðîñòü åãî ðàáîòû ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ

â 1845 ãîäó ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ã. Ëàìå.

Òåîðåìà 8.1. Êîëè÷åñòâî äåëåíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-

òåëÿ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà, íå ïðåâûøàåò ïÿòèêðàòíîãî

êîëè÷åñòâà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ìåíüøåãî èç ýòèõ äâóõ ÷èñåë.

Òàê, ñîãëàñíî òåîðåìå, åñëè íóæíî íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ äåñÿòèçíà÷íûõ

÷èñåë, òî ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå ïÿòèäåñÿòè äåëåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû äîñòàòî÷-

íî ñëîæíîå, ïîýòîìó ïðèâîäèòü åãî çäåñü ìû íå áóäåì.

Ïðèìåð 8.2. Îïðåäåëèòå íà ñêîëüêî è ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n ìîæåò áûòü ñî-

êðàòèìà äðîáü
4n + 1
11n + 2

.

Ðåøåíèå. Äðîáü áóäåò ñîêðàòèìà, åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü èìåþò êàêîé-ëèáî îáùèé

äåëèòåëü. Âûÿñíèì, êàêîé ìîæåò áûòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíà-

òåëÿ. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2 ïðåäûäóùåãî ëèñòêà ìîæíî çàïèñàòü ñåðèþ ðàâåíñòâ
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(11n + 2, 4n + 1) =
= (4n + 1, 3n) =
= (3n, n + 1) =
= (n + 1,−3)

11n + 2 = (4n + 1) · 2 + 3n

4n + 1 = 3n · 1 + n + 1

3n = (n + 1) · 3− 3
Äàííóþ ñåðèþ ðàâåíñòâ ìû ñîçíàòåëüíî çäåñü íå íàçâàëè àëãîðèòìîì Åâêëèäà, õîòÿ îíà

íà íåãî è î÷åíü ïîõîæà. Äåëî â òîì, ÷òî â àëãîðèòìå Åâêëèäà íà êàæäîì ýòàïå ïðîèñõîäèò

äåëåíèå ñ îñòàòêîì, ïîýòîìó ÷èñëî −3 òàì âîçíèêíóòü íå ìîæåò.

Ïîñêîëüêó ó ÷èñëà −3 åñòü òîëüêî äâà ïîëîæèòåëüíûõ äåëèòåëÿ, 1 è 3, òî (n+1,−3) ìîæåò
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî 1 èëè 3. Êñòàòè, ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

(n + 1,−3) = (n + 1, 3) âîîáùå èçáàâèòüñÿ îò îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè n äàåò îñòàòîê 2 ïðè

äåëåíèè íà 3, ò.å. n = 3k +2, òî n+1 = 3k +3 äåëèòñÿ íà 3, à çíà÷èò (n+1,−3) = 3 è èñõîäíàÿ
äðîáü ñîêðàòèìà íà 3. Åñëè æå n+1 ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò îñòàòîê 0 èëè 1, òî n+1 íå äåëèòñÿ
íà 3, òîãäà (n + 1,−3) = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíàÿ äðîáü íåñîêðàòèìà.

Îòâåò: åñëè n ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò îñòàòîê 2, òî äðîáü ñîêðàòèìà íà 3, åñëè n ïðè äåëåíèè

íà 3 äàåò îñòàòîê 0 èëè 1, òî äðîáü íåñîêðàòèìà.

Çàìåòèì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ñëåäóåò èç àëãîðèòìà Åâêëèäà. Ïóñòü òðå-

áóåòñÿ íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b, ïðè ýòîì ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç

äåëèòåëåé ÷èñåë a è b. Òîãäà, äåéñòâóÿ ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà, íà êàæäîì øàãå èìåþùàÿñÿ

ïàðà ÷èñåë çàìåíÿåòñÿ íà äðóãóþ ïàðó ÷èñåë, êîòîðàÿ èìååò òàêîé æå íàáîð äåëèòåëåé, ÷òî

è èìåâøàÿñÿ ïàðà, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 ïðåäûäóùåãî ëèñòêà. Ïîýòîìó ÷èñëî k áóäåò

ÿâëÿòüñÿ îáùèì äåëèòåëåì êàæäîé ñëåäóþùåé ïàðû ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè, k áóäåò ÿâëÿòüñÿ

äåëèòåëåì ïîñëåäíåé ïàðû ÷èñåë â àëãîðèòìå. Îäíàêî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a
è b ðàâåí îäíîìó èç ÷èñåë â ýòîé ïîñëåäíåé ïàðå. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî k äåëèò íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü a è b. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 8.2. Ëþáîé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ÷èñåë äåëèò èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.

Ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü îäíî âàæíîå ñâîéñòâî:

Òåîðåìà 8.3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m âåðíî ðàâåíñòâî (ma, mb) = m(a, b).
Îáîçíà÷èì (a, b) = d, (ma, mb) = D, òîãäà íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî D = md. Ïîñêîëüêó

÷èñëà ma è mb äåëÿòñÿ íà m, òî ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå m|D è ìîæíî çàïèñàòü D =
md′. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî md′|ma, md′|mb, îòêóäà d′|a, d′|b (ïî÷åìó?). Íî òîãäà d′ � îäèí èç

äåëèòåëåé ÷èñåë a è b, êîòîðûé íå ìîæåò áûòü áîëüøå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ýòèõ

÷èñåë, ïîýòîìó d′ 6 d, à çíà÷èò D = md′ 6 md.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû d|a, d|b, ñëåäîâàòåëüíî md|ma, md|mb, ïîýòîìó md îäèí èç äåëèòåëåé

÷èñåë ma è mb, çíà÷èò md 6 D. Íî èç íåðàâåíñòâ D 6 md è md 6 D ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,

÷òî D = md, à ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 8.1. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà

à) (198, 72); á) (2337, 2109); â) (2448, 1513); ã) (12345, 6789).
Çàäà÷à 8.2. Îïðåäåëèòå íà ñêîëüêî è ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ n ñîêðàòèìû äðîáè

à)
2n + 5
7n + 17

; á)
3n + 2
5n + 2

; â)
3n + 4
4n + 3

.

Çàäà÷à 8.3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè ñëåäóþùèõ ïàð

÷èñåë â çàâèñèìîñòè îò íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé n:
à) (25, 5n + 3);
á) (6n2 + 5n, 3n + 1);

â) (n3 + 5n, 6);
ã) (n4 + 2n3 + 2n2 + 3n, n3 + 2n).

Çàäà÷à 8.4. Íàéäèòå ÷èñëî, ïðè äåëåíèè íà êîòîðîå ÷èñëà 908389, 734171 è 441168 äàþò îäè-

íàêîâûå îòëè÷íûå îò íóëÿ îñòàòêè.

Çàäà÷à 8.5. Íàéäèòå (222 . . . 22︸ ︷︷ ︸
448 ðàç

, 222 . . . 22︸ ︷︷ ︸
42 ðàçà

).

Çàäà÷à 8.6. Óêàæèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå n, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ èç äðîáåé
12

n + 15
,

13
n + 16

, . . . ,
27

n + 30
ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé.

Çàäà÷à 8.7. à) Âû÷èñëèòå (26 − 1, 215 − 1). á) Äîêàæèòå, ÷òî (2m − 1, 2n − 1) = 2(m,n) − 1.
Çàäà÷à 8.8. à) Äîêàæèòå, ÷òî (16a + 7b, 7a + 3b) = (a, b). á) Ïóñòü kn −ml = 1. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà (ka + lb,ma + nb) = (a, b).
Çàäà÷à 8.9(ó). Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà Åâêëèäà ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë çàìåíÿåòñÿ

íà ñëåäóþùóþ ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ òàêèì æå íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì, ïîòîì íà

ñëåäóþùóþ ïàðó ÷èñåë è ò.ä., ïîêà îäíî èç ÷èñåë íå ðàçäåëèòñÿ íà äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî

ïðîöåññ îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà íå ìîæåò

ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî, ò.å. â êàêîé-òî ìîìåíò ïîëó÷èòñÿ ïàðà ÷èñåë, îäíî èç êîòîðûõ

äåëèòñÿ íà äðóãîå.

Çàäà÷à 8.10. Ïîëîæèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë âîñ-

ïîëüçîâàëèñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = (r2, r3) = (r3, r4) = r4, ãäå r1, r2, r3, r4 � îñòàòêè îò äåëåíèÿ, ïî-

ëó÷àåìûå íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå àëãîðèòìà. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

a > 13, b > 8.
Çàäà÷à 8.11. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà ê äâóì äâóçíà÷íûì

÷èñëàì ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå äåâÿòè øàãîâ (äåëåíèé ñ îñòàòêîì). Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêèõ

äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî äåâÿòü øàãîâ.

Çàäà÷à 8.12(ó). Äîêàæèòå ðàâåíñòâà:

à) (a, b, c) = (a, (b, c)); á) (a1, a2, . . . , ak) = (a1, (a2, . . . , ak)).
â) Äîêàæèòå, ÷òî íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ íåñêîëüêèõ ÷èñåë ìîæåò áûòü

ñâåäåíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó íàõîæäåíèþ ñ ïîìîùüþ àëãîèòìà Åâêëèäà íàèáîëüøèõ îáùèõ

äåëèòåëåé íåñêîëüêèõ ïàð ÷èñåë.

Çàäà÷à 8.13(ó). Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íåñêîëüêèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà

ëþáîé èõ îáùèé äåëèòåëü.

Çàäà÷à 8.14. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà

à) (78, 28, 12); á) (5916, 4386, 2652).

Êðèòåðèè îöåíîê

¾5¿ ¾4¿ ¾3¿ ¾2¿

11 çàäà÷ 9 çàäà÷ 7 çàäà÷ 5 çàäà÷


