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Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè

Òàê óæ ñëîæèëîñü, ÷òî ëþáîìó âíîâü ïîÿâëÿþùåìóñÿ ìàòåìàòè÷åñêîìó ïîíÿòèþ îáÿçà-

òåëüíî äàþò îïðåäåëåíèå. Äåëàþò ýòî íå òîëüêî â ñèëó ñëîæèâøèõñÿ â ìàòåìàòèêå òðàäèöèé

è ñòðåìëåíèþ ê òî÷íîñòè è ñòðîãîñòè âî âñåì, íî è äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçíûå ëþäè îäíèì ñëîâîì

îáîçíà÷àëè â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ îäíî è òî æå. Îäíàêî ìîæíî âñïîìíèòü, ÷òî ýòî ïðèìåíèìî

îòíþäü íå êî âñåì ìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòèÿì. Òàê, â ãåîìåòðèè ïîíÿòèÿ ¾òî÷êà¿ è ¾ïðÿìàÿ¿

íèêàê íå îïðåäåëÿþòñÿ. Âìåñòî ýòîãî ïûòàþòñÿ îïèñàòü èõ ñâîéñòâà âðîäå ¾ïðÿìàÿ ñîñòîèò

èç òî÷åê¿, ¾áåñêîíå÷íî ïðîñòèðàåòñÿ â îáå ñòîðîíû¿ è ò.ï., ÷òîáû ïðèäòè ê åäèíîîáðàçíîìó

èõ âîñïðèÿòèþ. Òàêæå â ìàòåìàòèêå îáñòîÿò äåëà è ñ ïîíÿòèåì ¾ìíîæåñòâî¿, êîòîðîå èñïîëü-

çóåòñÿ áåçî âñÿêîãî îïðåäåëåíèÿ.

Ïðè÷èíà ýòîãî ñëåäóþùàÿ: äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëþáîãî ïîíÿòèÿ íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷àñòüþ

êàêîãî äðóãîãî áîëåå îáùåãî ïîíÿòèÿ îíî ÿâëÿåòñÿ, èñïîëüçîâàòü â îïðåäåëåíèè êàêèå-òî äðó-

ãèå ïîíÿòèÿ. Íî òàêîå èñïîëüçîâàíèå íå ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî, îíî ëèáî äîëæíî â

íåêîòîðûé ìîìåíò îñòàíîâèòüñÿ íà íåîïðåäåëÿåìûõ ïîíÿòèÿõ, ñìûñë êîòîðûõ âñåì ïîíÿòåí

è íè ó êîãî íå âûçûâàåò ðàçíîãëàñèé, ëèáî ïîéäåò ïî êðóãó, êîãäà ïåðâîå ïîíÿòèå îïðåäå-

ëÿåòñÿ ÷åðåç âòîðîå, âòîðîå ÷åðåç òðåòüå, è òàê äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñëåäíåå ïîíÿòèå â

ýòîé öåïî÷êå íå áóäåò îïðåäåëåíî ÷åðåç ïåðâîå. Ïîñëåäíèé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåäî-

ïóñòèìûì, ïîýòîìó ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ îïðåäåëÿòü ïîíÿòèå ¾ìíîæåñòâî¿, ïîäìåíÿÿ åãî

ñëîâàìè ¾íàáîð¿, ¾ñîâîêóïíîñòü¿, ¾ñåìåéñòâî¿ è ò.ï., êîòîðûå íàñòîëüêî æå ðàñïëûâ÷àòû è

òîæå îïðåäåëÿþòñÿ îäíî ÷åðåç äðóãîå, à áóäåì ïðîñòî èñïîëüçîâàòü åãî äàëåå, ïîëàãàÿ èíòó-

èòèâíî ïîíÿòíûì è íå òðåáóþùèì ïîÿñíåíèé.

Ëþáîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ëþáûå: ÷èñëà,

ôèãóðû, ïðåäìåòû, äðóãèå ìíîæåñòâà. Â ìàòåìàòèêå ìíîæåñòâà ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áîëüøè-

ìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A, B,C, . . ., à ýëåìåíòû ÷àñòî îáîçíà÷àþò ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè

áóêâàìè. Åñëè x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ïèøóò x ∈ A, ÷òî ÷èòàåòñÿ ¾x ÿâëÿ-

åòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A¿ èëè ¾x ïðèíàäëåæèò A¿. Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ

ìíîæåñòâ ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;

R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îäíàêî äëÿ ðàáîòû ñ äðóãèìè ìíîæåñòâàìè èõ íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî çàäàòü. Ìíîæåñòâî

ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè ïðî ëþáîé îáúåêò ìîæíî ñêàçàòü, ïðèíàäëåæèò îí ýòîìó ìíîæåñòâó

èëè íåò. Ìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè:

à) Ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû ïðèíÿòî ïåðå÷èñ-

ëÿòü â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. ×åðåç {a, b, c, d} îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ
a, b, c, d, ïðè ýòîì ïîðÿäîê ýòèõ ýëåìåíòîâ íå ó÷èòûâàåòñÿ, à êàæäûé ýëåìåíò ñ÷èòàåòñÿ

ïî îäíîìó ðàçó. Çàïèñè {1, 2, 3}, {3, 1, 2}, {3, 2, 1, 1, 2} çàäàþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî,

ñîñòîÿùåå èç òðåõ ýëåìåíòîâ 1, 2, 3.

á) Ïåðå÷èñëåíèåì íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîíÿòü, êàêèå åùå ýëåìåíòû âõî-

äÿò â ýòî ìíîæåñòâî, íàïðèìåð {1, 3, 5, . . . , 99} � âñå íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 99.

â) Óêàçàíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà, ò.å. òàêîãî ñâîéñòâà, ÷òî èì îáëàäàþò âñå

ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà è òîëüêî îíè. Çàïèñü {x | x ∈ N, x
... 2} ÷èòàåòñÿ êàê ¾ìíî-

æåñòâî ÷èñåë x òàêèõ, ÷òî x � íàòóðàëüíîå è êðàòíî 2¿ è çàäàåò ìíîæåñòâî âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷åòíûõ ÷èñåë.

Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà è

îáîçíà÷àåòñÿ ∅.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, åñëè
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ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B. Îáîçíà÷åíèå: A ⊂ B. Ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ñîäåðæàò îäíè è òå

æå ýëåìåíòû. Îáîçíà÷åíèå: A = B. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè

ëþáîé ýëåìåíò ïåðâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì âòîðîãî ìíîæåñòâà, à ëþáîé ýëåìåíò

âòîðîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïåðâîãî ìíîæåñòâà, ò.å. A ⊂ B è B ⊂ A.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïåðåñå÷åíèå A∩B ìíîæåñòâ A è B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðè-

íàäëåæàò îäíîâðåìåííî îáîèì ìíîæåñòâàì, ò.å. A ∩B = {x | x ∈ A è x ∈ B}.
Îïðåäåëåíèå 1.4. Îáúåäèíåíèå A ∪ B ìíîæåñòâ A è B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A èëè B, ò.å. A ∪B = {x | x ∈ A èëè x ∈ B}.
Îïðåäåëåíèå 1.5. Ðàçíîñòü A \ B ìíîæåñòâ A è B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ

A, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ B, ò.å. A \B = {x | x ∈ A è x /∈ B}.
Îïðåäåëåíèå 1.6. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü A4B ìíîæåñòâ A è B ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ,

ïðèíàäëåæàùèõ ðîâíî îäíîìó èç ìíîæåñòâ A è B, ò.å. A4B = {x | (x ∈ A è x /∈ B) èëè (x /∈
A è x ∈ B)}.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 1.1(ó). Çàêîí÷èòü ôðàçû: à) ¾Ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà

B, åñëè. . . ¿; á) ¾Ìíîæåñòâî A íå ðàâíî ìíîæåñòâó B, åñëè. . . ¿.
Çàäà÷à 1.2(ó). Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: ¾Ìíîæåñòâî A òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì ìíîæåñòâà B, êîãäà ëþáîé ýëåìåíò, íå ïðèíàäëåæàùèé B, íå ïðèíàäëåæèò A¿?
Çàäà÷à 1.3(ó). à) Ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ èìååò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç øåñòè ýëåìåíòîâ?

á) Ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò m ýëåìåíòîâ, åãî ïîäìíîæåñòâî B ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêî

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâ C, äëÿ êîòîðûõ B ⊂ C ⊂ A?
Çàäà÷à 1.4(ó). Íàéäèòå ÷èñëî âñåõ ïàð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} òàêèõ, ÷òî ïåð-
âîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ñîäåðæèòñÿ âî âòîðîì.

Çàäà÷à 1.5. Ëþáûå äâà æèòåëÿ ãîðîäà ëèáî äðóæàò, ëèáî âðàæäóþò ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì

èçâåñòíî, ÷òî åñëè A � äðóã B, à B � äðóã C, òî A � òàêæå äðóã C, à òàêæå ñðåäè ëþáûõ

òðîèõ æèòåëåé õîòÿ áû äâîå äðóæàò ìåæäó ñîáîé. Êàæäûé äåíü íå áîëåå ÷åì îäèí æèòåëü

ìîæåò íà÷àòü íîâóþ æèçíü: ïåðåññîðèòüñÿ ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è ïîäðóæèòüñÿ ñî âñåìè

ñâîèìè âðàãàìè. Äîêàçàòü, ÷òî âñå æèòåëè ãîðîäà ìîãóò ïîäðóæèòüñÿ.

Çàäà÷à 1.6. Â øêîëå â òå÷åíèå íåäåëè ïðîøëè îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå, õèìèè,

áèîëèãèè è èíôîðìàòèêå. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 11 øêîëüíèêîâ ìîæíî íàéòè òàêèõ äâóõ,

÷òî âñå îëèìïèàäû, êîòîðûå ïîñåòèë ïåðâûé èç íèõ, ïîñåòèë è âòîðîé.

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûïèñàòü âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ â

òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû êàæäîå ñëåäóþùåå ïîëó÷àëîñü èç ïðåäûäóùåãî äîáàâëåíèåì èëè óäà-

ëåíèåì îäíîãî ýëåìåíòà.

Çàäà÷à 1.8. Èìååòñÿ íàáîð èç 10 ãèðü, êàæäàÿ âåñèò öåëîå ÷èñëî ãðàììîâ, è ñóììàðíûé âåñ

ãèðü ìåíüøå êèëîãðàììà, à òàêæå ÷àøå÷íûå âåñû. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ ãèðü

ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâå ÷àøêè âåñîâ òàê, ÷òî îíè îêàæóòñÿ â ðàâíîâåñèè.

Çàäà÷à 1.9(ó). Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ìîæíî âûáðàòü â ìíîæåñòâå èç 10 ýëå-

ìåíòîâ, åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íè îäíî èç íèõ íå áûëî ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî?

Çàäà÷à 1.10(ó). Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ

êðóãîâ. Íàðèñóéòå â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà òî÷åê A ∩ B, A ∪ B, A \ B, A 4 B. Çàïîëíèòå
òàáëèöó

x ∈ A x ∈ B x ∈ A ∩B x ∈ A ∪B x ∈ A \B x ∈ A4B

− −
− +
+ −
+ +

Çàäà÷à 1.11. Äàíû ìíîæåñòâà A = {1, 3, 5, 7, 9}, B = {2, 3, 6, 8, 9}, C = {4, 5, 6, 7, 8, 9}.
à) Íàéäèòå (A ∩ B) \ C è (A ∪ B) ∩ (B ∪ C). á) Ìîæíî ëè âûðàçèòü ìíîæåñòâà {1, 2, 9} è
{6, 7, 8} ÷åðåç A, B è C ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ðàçíîñòè è ñèììåòðè-

÷åñêîé ðàçíîñòè?

Çàäà÷à 1.12(ó). Ïðî ìíîæåñòâà A, B è C èçâåñòíî ñëåäóþùåå: A ∩ B = {1, 2}, A ∪ B =
{1, 2, 3, 6, 7, 8}, B ∩ C = {3, 7}, A ∪ C = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}. Íàéäèòå ìíîæåñòâà A, B è C.
Çàäà÷à 1.13(ó). Ïóñòü f(x) è g(x) � ìíîãî÷ëåíû, A è B � ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé

f(x) = 0 è g(x) = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàçèòå, åñëè ýòî âîçìîæíî, ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâ A è B,
îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

à) f(x) · g(x) = 0;

á)
f(x)
g(x)

= 0;

â) f(x) = g(x);
ã) (f(x))2 + (g(x))2 = 0.
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Çàäà÷à 1.14. Ïóñòü A = {2k + 1 | k ∈ Z}1, B = {3k | k ∈ Z}. Íàéäèòå A ∩ B è B \ A, ò.å.
çàïèøèòå èõ â âèäå {. . . | k ∈ Z}
Çàäà÷à 1.15. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ âåðíûìè:

à) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C);
á) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);
â) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C);

ã) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);
ä) (A \B) ∩ C = (A ∩ C) \ (B ∩ C);
å) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩B.

Çàäà÷à 1.16(ó). Âåðíû ëè óòâåðæäåíèÿ:

à) A ∩B = A ∪B ⇔ A = B;
á) A ∩ C = B ∩ C ⇔ A = B;
â) A ∪ C = B ∪ C ⇔ A = B;
ã) A \ C = B \ C ⇔ A = B;

ä) A4 C = B 4 C ⇔ A = B;
å) A \B ⊂ (A \ C) ∪ (B \ C);
æ) A4B ⊂ (A4 C) ∪ (B 4 C).

Çàäà÷à 1.17. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ:

à) A \ (A ∩B);
á) A \ (A \B);

â) A ∪ (B \A);
ã) A4A;

ä) A4 (B 4A).

Çàäà÷à 1.18. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîæåñòâà A, B è C, ÷òî A ∩ B 6= ∅, A ∩ C = ∅ è

(A ∩B) \ C = ∅?
Çàäà÷à 1.19(ó). à) Íàïèøèòå ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ A 4 B ÷åðåç îïåðàöèè ∩,∪, \.
á) Ìîæíî ëè âûðàçèòü ïåðåñå÷åíèå ÷åðåç ðàçíîñòü è îáúåäèíåíèå? â) Ìîæíî ëè âûðàçèòü

A \B ÷åðåç îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ?

Çàäà÷à 1.20(ó). Ïóñòü èìååòñÿ âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå ìíîæåñòâ è ÷åòûðå âèäà

îïåðàöèé: îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ, ðàçíîñòè è ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî åãî

ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâíîå åìó âûðàæåíèå, â êîòîðîì áóäóò îïåðàöèè òîëüêî äâóõ âèäîâ.

Çàäà÷à 1.21. à) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ (íå ðàâíûõ äðóã äðóãó) âûðàæåíèé äëÿ ìíîæåñòâ ìîæ-

íî ñîñòàâèòü èç ïåðåìåííûõ A è B ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè,

êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç? Òîò æå âîïðîñ äëÿ òðåõ ìíîæåñòâ è äëÿ n ìíî-

æåñòâ. á) Òîò æå âîïðîñ, åñëè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.

Çàäà÷à 1.22. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàêîå-òî ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå ìíîæåñòâ è

îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè, íåâåðíî, òî ìîæíî íàéòè êîíòðïðèìåð ê íåìó,

â êîòîðîì ìíîæåñòâà ïóñòû èëè ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Çàäà÷à 1.23. Äàíî íåñêîëüêî ìíîæåñòâ. Íà êàæäîì øàãå êàêèå-òî äâà èç ýòèõ ìíîæåñòâ

çàìåíÿþòñÿ íà èõ ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü. ×åðåç íåñêîëüêî øàãîâ îñòàåòñÿ îäíî ìíîæåñòâî.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ øàãè.

Çàäà÷à 1.24. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , An, B1, B2, . . . , Bn

à) A1 4An ⊂ (A1 4A2) ∪ (A2 4A3) ∪ . . . ∪ (An−1 4An);
á) (A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An)4 (B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bn) ⊂ (A1 4B1) ∪ (A2 4B2) ∪ . . . ∪ (An 4Bn).

Êðèòåðèè îöåíîê

¾5¿ ¾4¿ ¾3¿ ¾2¿

18 14 10 6

1
òî÷íåå áûëî áû íàïèñàòü A = {x | x = 2k + 1, k ∈ Z}


